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Rettevejledning

Opgave 1. Vi betragter fjerdegradspolynomiet P, : C — C, som er givet
ved
Vze C: P(z) =2"+82°+ 272" + 702 + 50

og tredjegradspolynomiet P, : C — C, som er givet ved
Vz € C: Pyz) = 2° 4+ 42 + 14z + 20.

Desuden betragter vi differentialligningerne
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(1) Vis, at
Vz e C: P(z) = (22 + 62+ 5)(2* + 22 + 10),

og bestem dernaest alle rgdderne i polynomiet P;.
Lgsning. Ved at gange parenteserne sammen ser vi, at
Vze C:P(z) =2 +823 42722+ 702 +50 = (2* +62+5)(22+22+10).
Rgdderne i polynomiet P; er rgdderne i de to polynomier
Q(z) =2 +62+5 og Q*(2) = 2% + 2z + 10,

og vi finder, at disse rodder er —1, -5, —1 4 3i og —1 — 3.



(2) Bestem den fuldsteendige lgsning til differentialligningen (*), og godtger,
at (%) er globalt asymptotisk stabil.

Lagsning. Den fuldsteendige lgsning til differentialligningen (x) er
x=cre !+ coe " + cze ! cos(3t) 4 cue” sin(3t),

hvor ¢y, ¢, c3,c4 € R.

Da alle de karakteristiske rgdder har negativ realdel, er differential-
ligningen (%) globalt asymptotisk stabil.

(3) Vis, at 0 = —2 er rod i polynomiet P,, og find de gvrige rgdder i P,.

Lgsning. Ved indsattelse af ¢ = —2 i polynomiet P, ser man, at
Py(—2) = 0, hvilket viser det gnskede.

Ved polynomiers division far vi, at
Vze C: Py(z) = (2 +2)(2* + 22 + 10),
sa P, har rgdderne —2, —1 + 3¢ og —1 — 3i.
(4) Bestem den fuldsteendige lgsning til differentialligningen (sx).

Lasning. Den fuldstendige lgsning til differentialligningen (xx) er
y = kie " + kye ' cos(3t) + kse "sin(3t),

hvor ]{31, k’g, k’g € R.

(5) Bestem maengden af de funktioner, der er lgsninger til begge differen-
tialligningerne (x) og ().

Lgsning. De funktioner, der er lgsninger til begge differentialligningerne
(%) og (x%), kan skrives pa formen

= koe " cos(3t) + kze ' sin(3t),

hvor ks, k3 € R.

(6) Bestem den fuldsteendige lgsning til differentialligningen (s * ).



Lgsning. Ved at geette pa en lgsning af formen § = (t) = Ae’ far vi,
at A =1, sa den fuldsteendige lgsning til differentialligningen (x x x) er

y = ke " + kye " cos(3t) + kse ' sin(3t) + €,

hvor ]{31, k’g, k’g € R.

Opgave 2. For ethvert n € N betragter vi meengden
An:{zeC||z|<1—i V |z| > 2n}.
2n
(1) Vis, at meengden A,, er aben for ethvert n € N.
Lgsning. Vi ved, at maengderne
* 1 k¥
An:{z€C||zl<1—%} og Ay ={z€C|lz| >2n}

er abne, hvoraf resultatet folger, idet foreningsmeengden af to abne
meengder er aben.

(2) Bestem randen for meengden A,.
Lgsning. Randen for maengden A, er
1
6An:{zeC\|z]:1—% V |z| = 2n}.

(3) Bestem meengden

A=) A

neN
Lgsning. Vi finder, at

1
A= ﬂAn:{zeCHzl<§}.

neN

(4) Bestem maengden
A= |J As

neN



Lgsning. Vi finder, at

A= Av={zeC|l2l <1V |2 >2}.

neN

(5) Lad (zp) veere en folge af punkter fra meengden A.

Vis, at folgen (z;) har en konvergent delfglge (z,,), og at greensepunktet
2o for denne delfglge opfylder betingelsen

1

Lasning. Mazngden A er begreenset. Derfor har en vilkarlig folge (zy)
af punkter fra A en konvergent delfplge (z,,). Da |2,,| < 3, geelder det
for greensepunktet zg, at |z| < 3.

Opgave 3. Vi betragter vektorfunktionen f : R? — R? givet ved
V (21, 20) € R*: f(21, 20) = (:)31 + T, In(1 4 27 + a:%))
(1) Bestem Jacobimatricen (funktionalmatricen) Df (z, x2) for vektorfunk-

tionen f i et vilkarligt punkt (z1,z,) € R?.

Lgsning. Vi finder, at

1 1
Df(l‘l,l’Q) - ( 2I1 2332 ) .

1+x%+x% 1+z§+x§

(2) Bestem de punkter (z1, z3), hvor Jacobimatricen Df(xq, x) er reguleer.

Lgsning. Vi har, at det Df(xy,25) = fﬁ;ﬁé, sa Jacobimatricen
1 2

Df(xq,x9) er reguleer, hvis og kun hvis x; # .

(3) Bestem mengden af fikspunkter for vektorfunktionen f.

Lgsning. Idet z; + x5 = z; giver, at x5 = 0, far vi, at In(1 + 2?) = 0,
hvor det folger, at z; = 0. Derfor er punktet (0,0) det eneste fikspunkt
for vektorfunktionen f.



(4) Betragt vektoren vy = (1, —1).

Lgs ligningen
y—f(vy) = Df(vo)(x — vo)

med hensyn til x.

Lgsning. Idet f(vy) = (0,In3), finder vi, at

_1 3 3h13—|—1/\ _1 3 +31113
xry = 291 492 1 Tg = 291 4?/2 1

1.

Vi har nemlig, at

Df(vg) = ( _1§ ) s (DE(w)) ' = (

Nu fglger resultatet ved simpel udregning.
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Opgave 4. Vi betragter funktionen f : R? — R, som er givet ved
forskriften
V(z,y) € R?: f(z,y) = 2® +y’a’,

og korrespondancen F' : R — R, som er defineret ved udtrykket

[1,2], forz<0
F(x)=< [-1,1], forz=0 .
[—2,2], forz>0

(1) Vis, at korrespondancen F' ikke har afsluttet graf egenskaben.

Lgsning. Vi betragter folgen (z), hvor z;, = 1, og folgen (y;), hvor
yr = 2. Da har man, at () — 0, og at yx € F(zg), meny =2 ¢ F(0).

(2) Vis, at korrespondancen F' ikke er nedad hemikontinuert.

Lgsning. Vi betragter folgen (zy), hvor z; = —1 og tallet y = 0 €
F(0). For enhver konvergent folge (yx), hvor yx € F(xy), geelder det,
at den ikke kan have y = 0 som graensepunkt.

(3) Bestem en forskrift for veerdifunktionen V' : R — R, som er defineret
ved forskriften

VeeR:V(x)=max{f(z,y) |y € F(x)}.



Lgsning. Vi finder, at

2?2 +42*, forx <0ogy=2
V(z)=<0, forx=00gye[-1,1] .
22 + 42, forx > 0ogy = 42

(4) Bestem en forskrift for maksimumskorrespondancen M : R — R, som
er defineret ved udtrykket

VeeR:M(x)={y e F(z) | V(z) = f(z,y)}.

Lgsning. Vi ser umiddelbart, at

{2}, for x <0
M(z)=1[-1,1], forxz=0 ,
{-2,2}, forz>0

jvf. lgsningen pa det foregaende spgrgsmal.



